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Abstrak

Pada aljabar klasik, tidak semua matriks saling komutatif, begitu juga di aljabar max-plus. Pada artikel ini kita akan mereview
dan mengkaji tentang komutatif matriks ordo 2 X 2 atas aljabar max-plus dimana kita akan buktikan bahwa A @ B =B @
A. Kemudian kita akan mengelompokkan kedalam beberapa kelas matriks komutatif diantaranya matriks normal, matriks
circulant, matriks segitiga atas, segitiga bawah dan generalisasi matriks Kleenestar.

Kata Kunci: Aljabar max-plus, komutatif matriks, matriks normal, matriks circulant, generalisasi matriks Kleenestar.

Abstract

In classical algebra, not all matrices are commutative, as well as in max-plus algebra. In this article we will survey and
discuss the commutative matrix ordo 2x2 over max-plus algebra, and we will prove that ® B = B @ A . Then we divide
into several classes including normal matrices, circulant matrices, upper triangular matrices, lower triangular matrices
and generalized Kleenestar matrices.

Keywords: max-plus algebra, commutative matrices, normal matrices, circulant matrices, generalisation of Kleenestar
matrices.

Pendahuluan

Matriks merupakan teori fundamental dalam aljabar linear yang mempunyai terapan yang sangat luas
di matematika dan berbagai ilmu lainnya seperti fisika, Teknik, ilmu computer dan ekonomi. Matriks
pada aljabar klasik menggunakan operasi perkalian dan penjumlahan yang sangat erat dengan sifat
komutatif dan assosiatif. Dalam aljabar klasik tidak semua matriks mempunyai sifat komutatif.
Beberapa matriks yang bersifat komutatif diantaranya, matriks circulant, matriks idempotent dan
matriks diagonal.

Dalam beberapa tahun terakhir, struktur aljabar baru yang disebut aljabar max-plus. Aljabar max-
plus adalah salah satu contoh semiring yang dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu @ yang berarti
maximum dan ® vyang berarti penjumlahan. Beberapa aplikasi aljabar max-plus diantaranya
cryptography [1] [2] [3], scheduling [4], and optimization [5]. Theoritical Computer Science. Beberapa
penelitian juga muncul tentang matriks dalam aljabar max-plus diantaranya basis dalam aljabar max-
plus [6], rank matriks dalam aljabar max-plus [7] [8] [9] dan semigrup atas matriks dalam aljabar max-
plus [10] [11] [12].

Konsep komutatif matriks dalam aljabar max-plus juga analog dengan konsep komutatif matriks
pada aljabar klasik. Beberapa penelitian yang membahas tentang komutatif matriks dalam aljabar max-
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plus telah dilakukan oleh [13] [14] [15] [16] dan aplikasi komutatif matriks atas aljabar max-plus dalam
cryptography [17].

Diberikan himpunan semua matriks ukuran 2 X 2 atas aljabar max-plus dan dinotasikan dengan
M, (R,,q4x)- Selanjutnya akan dibahas tentang komutatif matriks atas M, (R,,4,)- Pada penelitian ini
kita akan mambagi matriks-matriks yang saling komutatif pada beberapa kelas.

Landasan Teori

Pada bagian ini akan dibahas beberapa definisi dasar aljabar max-plus. Sebelum membahas aljabar max-
plus terlebih dahulu diberikan definisi semiring
Definisi 1. Misal R adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua operasi biner 4+ dan -
Struktur aljabar (R, +, X) disebut semiring jika memenuhi sifat-sifat berikut:
1. (R, +) merupakan monoid komutatif
(i)  Assosiatif
Va,b,c €Rberlaku(a+b)+c=a+(b+c)
(ii)  Mempunyai elemen identitas
Ada 0 € R sedemikian hingga0+a=a+0=a,VER
(iii) Komutatif
Vab€Rberlakua+b=>b+a
2. (R, *) merupakan monoid
(i)  Assosiatif
Va,b,c €Rberlaku(a-b)-c=a-(b-c)
(ii) Mempunyai elemen identitas
3. (R, +, *) mempunyai sifat distributive ¥ a, b, c € R berlaku
(i) a-(b+c)-c=a'b+b-c
(i) (a+b)-c=a-c+b-c
4. Mempunyai elemen penyerap
Adaa € R sehinggaa-0=0-aq,Ya €R

Semiring juga mempunyai sifat-sifat khusus seperti idempotent dan komutatif yang didefinisikan
sebagai berikut:

Definisi 2. Misal R adalah semiring dan untuk setiap a € R berlaku berlaku a + a = a maka R disebut
semiring idempoten.

Definisi 3. Misal R adalah semiring dan untuk setiap a,b € R berlaku berlaku a X b = b X a maka
R disebut semiring komutatif.

Contoh 4. Diberikan himpunan bilangan R yang diperluas dengan —oo dan dilengkapi dengan dua
operasi bilangan @ (maksimum) dan ® (penjumlahan). Struktur aljabar (R U {—}, @, ®) yang
memenuhi definisi semiring disebut aljabar max-plus dan dinotasikan dengan R,,,,,. Untuk setiap a, b €
Rnax didefinisikan

a®b = max(a,b)
dan
a®b =a+b

Operasi aritmatika dasar pada aljabar max-plus dapat diperluas ke operasi aritmetika vektor dan
matriks sebagai berikut:
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1. Penjumlahan matriks
Misal A = (al-j),B = (b;j) € RY¥ maka didefinisikan
(a®b);; = max (a;; - byj)
untuk semuai,j € N.
2. Perkalian matriks
Misal A = (a;;) € Ryar dan B = (b;;) € Rh. maka didefinisikan
(a®b);; =g (aw + b))
untuk semuai,j € N.
3. Perkalian matriks dari skalar
Misal A = (al-j) € R dan a € R,,,4, Mmaka didefinisikan
(@®A);j= (a + a;j)
untuk semuai,j € N.

Berikut juga akan diberikan beberapa definisi penting matriks dalam aljabar Max-Plus

Definisi 5. Matriks identitas atas aljabar Max-plus dinotasikan dengan In dimana entri-entri pada
diagonal utama sama dengan 0 dan entri-entri pada non diagonal utama sama dengan —co.

Definisi 6. Matriks diagonal atas aljabar Max-plus dinotasikan dengan D,, di mana entri-entri pada
diagonal utama adalah sebarang bilangan di R,;,,x dan entri-entri pada non diagonal utama adalah —oo.
Biasanya matriks diagonal ditulis sebagai D,, = (dy,d,, ..., d,)~! dimana d;,d,, ..., d,, adalah entri-
entri pada diagonal utama.

Sebelum kita memperkenalkan hak kelas-kelas matriks komutatif dalam aljabar Max-plus berikut
ini akan diberikan definisi dua matriks dikatakan saling komutatif

Definisi 7. Misal A,B € R},,, maka A dan B dikatakan komutatif jika AQB = BQA.
Penelitian ini menggunakan studi literature dengan langkah-langkah sebagai berikut:

Mengkaiji artikel tentang aljabar Max-plus dan matriks komutatif atas aljabar klasik
Mengkaji tentang matriks atas aljabar Max-plus

Mengkaji matriks komutatif ordo 2 X 2 atas aljabar Max-plus

Mengkaji kelas-kelas matriks komutatif ordo 2 X 2 atas aljabar Max-plus

Menarik kesimpulan

vk wn e

Hasil dan Pembahasan

Pada penelitian ini kita berfokus pada matriks ukuran 2 X 2 yang saling kamutatif dalam aljabar Max-
Plus.

Matriks Normal

Berikut ini akan diberikan definisi matriks normal.

Definisi 8. Matriks A = (aij) € R4 disebut matriks normal jika a;; = 0 dan —o0 < a;; < 0.
Selanjutnya matriks normal dalam aljabar max-plus dinotasikan sebagai M;}°".

Linde de lapuente [13] membuktikan bahwa untuk setiap A,B € MZ°" yaitu matriks normal
dengan ordo 2 X 2 maka A dan B saling komutatif seperti pada lemma berikut:

Lemma 9. Diberikan A, B € M}°" maka AQB = BQA = A®B.
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Bukti. Ambil sebarang A = (aij),B = (bij) € MZ°" untuk i,j € [1,2] maka didapatkan

(A®B)y1 = max(a;; + byy,a12 + by1) =0

(A®B)., = max(as; + byg, a5 + byy)
=max( b, + a;3)
(A®B),1 = max(ayy + b1q, a2, + byy)

max(az; + byq)
(A®B),; = max(azy + b1z, azy + byy)
=0
Selanjutnya akan kita cek (A®B)ij dengani,j € [1,2] sebagai berikut:
(A®B)1; = max(by1 + a, by + azq)
=0
(A®B)y1 = max(byy + Ay, byp + az;)
= max( a3 + by3)
(A®B),; = max(byy + aq2, by + az;)
=0
Kita akan periksa (A@B);;. Diperhatika bahwa, untuk setiap i,j € [1, 2] diperoleh
(A®B),, = max(ay1,b13) =0
(A®B),, = max(ayz, byz)
(A®B),1 = max(azy, byp)
(A®B),; = max(azy, byy) =0

Jadi dari hasil yang ada dapat dismpulkan bahwa AQB = BQA = ADB. ]
Tetapi Lemma 3.2 ini tidak berlaku untuk n = 3 seperti pada contoh berikut ini

0O -1 -4 0 -2 -6

Contoh 10. Diberikan matriks A=|-3 0 -1l danB=|-1 0 -—1|. Maka A®B =
-1 0 0 -3 -1 0

0o -1 -2 0o - -3
-1 0 —-1|danB®A=|—1 0 —1|.Dapatdilihat disinibahwa AQB # BQA.
-1 0 0 -1 0 0

Selanjutnya definisi matriks normal dapat di generalisasi sebagai berikut:

Definisi 11. Misalkan M = (ml-j) € R}, maka M dikatakan k —matriks normal jika memenuhi
S {k untuk i =j, k € R}y
Y R=0 untuk i # j
dan dinotasikan dengan MX~"or,

Teorema 12. Misalkan A € MX~™°" dan B € M}™™°" maka AQB = BQA = IQ ADkQB.

L by

k
Bukti. Misal A € M¥~™°" dimana A = [ a12] dan B € M.™"°" dimana B = [
a1k b 1

[ ag [ by,
A®B = [a21 [ ]® [b21 !
_ [max (k +1,ai; + by;) max(k + byp,a;, +1)
"~ |Imax(az, + Lk + by;) max(ay, + by, k+ 1)
_ k+1 max(k + by, a4, + 1)
"~ |lmax(ay, + Lk + byy) k+1 ]
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b a
BRA = [ 12] [ 12
bz, az1
max(l + a, by, + a21) max(l + aq3, by + k)

- max(b21 + k,l + a21) maX(b21 + a12,l + k)

_ [+ k max(l + aq3, by + k)]
~Imax(by, + k, 1+ ayy) l+k
Dapat kita lihat bahwa AQB = BQRA. [ |

Matriks Circulant

Seperti pada aljabar klasik, matriks circulant atas aljabar mac-plus juga bersifat komutatif. Berikut ini
teorema yang menjamin 2 buah matriks circulant ukuran 2 X 2 bersifat komutatif.

Teorema 13. Misal A, B adalah matriks circulant 2 X 2 maka AQB = BQA.

Bukti. Misal A dan B adalah matriks circulant dimana 4 = [ ] dan B = [b11 ] maka
a2 Q4iq b12 b11
diperoleh
A _[311 Q12 by;  byp] _ [max(ajq + byg,a12 +byz) max(ag; + byp,a; +byy)
®B = [a a ] b byl d
12 411 12 D11 max(a;; + byg,a11 +byz) max(a; +byg,agy +byy)
_[b11 b1z a;;  Q12] _ [max(byq + ay2,b15 + a1;) max(byg + agp, bip +aygy)
B®A = ®| |=
b12 b11 a12 all maX(blz + a11, bll + alz) maX(blZ + alz, bll + all)
Dapat kita lihat bahwa AQB = BQRA. [

Matriks Segitiga Atas dan Segitiga Bawah

Sama seperti dalam aljabar klasik, tidak semua matriks segitiga atas dan matriks segitiga bawah pada
aljabar max-plus bersifat komutatif. Berikut ini diberikan teorema yang menyatakan dua matriks
segitiga atas (matriks segitiga bawah) yang saling komutatif.

Teorema 14. Diberikan matriks A = (a;;) dan B = (b;;) adalah matriks segitiga atas (segitiga bawah)
ukuran 2 x 2 di aljabar max-plus jika aj; = k,b;j =1 untuk k,1 € Ry.x  maka A®B = BQA =
IQADKRB.

a a b b
Bukti. Misal A dan B adalah matriks segitiga atas dengan A = [ 1 12] B=|"1 12]

— aZZ —00 b22

11 Q412 a1 4g
AQB = [_00 azz] [_00 azz]
max(a;; + by, azp + (—)) max(a;q + byp, as; + byy)

~ [max((=o0) + byy, az; + (—0)) max((—) + byy, az; + byy)

_ [an + b1 max(ag; + by, a4, + bzz)]
—00 Ayz + by

_ [k+ 1 max(k + by as; + l)]
—00 k+1
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b11 b12 [all a12
—0o b22 o a’22

B®A=[

_ max(by; + ayq, byp + (—0)) max(by; + ay2, by + azy)
max((—) + a1, by + (—0)) max((—w) + a3, by; + ay;)

_ [b11 +a;; max(byg + agz, b1 + azz)]
—@ by, + az;

_[l+k max(l+ay, b12+k)]
—0 k+1

Dapat kita lihat AQB = BQA. Untuk matriks segitiga bawah, proses pengerjaannya analog dengan
matriks segitiga atas. [ |

Matriks Power dan Generalisasi Matriks Kleene Star

Dalam aljabar max-plus matriks power juga bersifat saling komutatif seperti pada aljabar klasik. Misal
diberikan matriks A € R%,, dan k,l €Z},,  maka diperoleh A*®A! = Akt = Atk =
A'®AK. Selain pangkat bulat positif kita juga bisa membuktikan untuk k,I € R,,,, sehingga0 < k,l <
1dan 0 <k+1<1 maka A*®A! = A'QAF . Akan tetapi sifat komutatif ini tidak berlaku untuk
sebarang matriks A € R}, ;-

Selanjutkan diperkenalkan generalisasi matriks Kleene star oleh Jones [19] sebagai berikut:

Definisi 15. Misal A = (a;;) adalah matriks ukuran n X n atas aljabar max-plus yang memenuhi sifat
berikut

al-j®ajk < aik®ajj,‘v’i,j,k (1)
Kita sebut A sebagai generalisasi matriks Kleene star.

Selanjutnya akan diperkenalkan juga definisi matriks roots atas generalisasi matriks kleene star
sebagai berikut.

Definisi 16. Misal A adalah generalisasi matriks A dan @ € R maka matriks A(® = (ai(ja)) didefinisikan
sebagai berikut:

() ®a—1

aij = al-j®(al-k + Cljj) (2)

Berikut ini akan diberikan teorema yang menyatakan deformasi pada generalisasi matriks kleene
star ukuran 2 X 2 saling komutatif.

Teorema 17. Untuk sebarang a,f €Q dengan 0<a<10<pF <1 maka AORQA® =
AP @ Al@ = Ala+p) dengan A generalisasi matrik Kleene star ukuran 2 X 2.

Bukti. Misalkan a = %dan B = < maka kita dapat menuliskan a = —da np = ﬁ maka A@ = Abd =

(A(i))&ld dan AP = Azci_ll)) ( )®Cb. Sehingga

QU

®ad ®cb

A@RAB = (A(ﬁ))

& (1)
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(ad+bc)

— (A(ﬁ)) e
ad+bc

= A bd

— A@+p)

Dalam papernya Yangxinyu Xio [16] membuat generalisasi matriks A dan B yang saling komutatif.
Misal diberikan matriks A = (a;;) € R2,,x maka matriks B = (bij) € R2,,, dikatakan komutatif
dengan matriks A jika memenuhi persamaan berikut

(A®B)11 = (a1:®b;11)B(a1,®b;1) = (a1:Qb11)D(a2:®b12) = (BOA) 14
(A®B)12 = (a1:®b12)B(a12®b;2) = (a12Qb11)B(a2,®b12) = (B®A) 11 (3)
(A®B)z1 = (a21®b11)®(a22®b21) = (a11®b21)B(a21®by2) = (B®A) 2,
(A®B);2 = (a21®b12)B(a22®b22) = (a12@b21)B(a2,®b;2) = (BOA) 2,

Sistem persamaan (3) dapat ditulis sebagai system persamaan linear dua sisi berikut

C®x = DRx (4)
) _ T
dimana x = [by; by, by, by,]" dan
a;; —%© a;; — i1 Gzp —® -
c=|7® %1 —® A5 |Gz Gp —® -0
= a21 —o0 a22 —o0 | - | —00 —00 all a21
—0  ay; —% a4y, - = ag; a4y

Sistem persamaan ini dapat diselesaikan dengan metode alternating [20]. Akan tetapi sistem
persamaan linear (2) tidak semuanya mempunyai solusi.

Kesimpulan

Sama seperti pada aljabar klasik, kita juga bisa mencari kelas-kelas matriks komutatif untuk orde 2 x 2.
Kita peroleh kelas-kelas matriks tersebut diantaranya matriks normal, matriks circulant, matriks power,
dan generalisasi matriks Kleene star. Pada [20] kita juga bisa menyelesaikan sistem persamaan linear
C®x = D®x untuk mencari matriks yang saling komutatif. Saran penelitian selanjutnya, dari

generalisasi matriks komutatif ordo 2 X 2 maka kita ibsa mencari kelas-kelas lainnya pada komutatif
ordo 2 X 2 atas aljabar max-plus.
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