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Abstrak  
 
Pada artikel ini ditunjukkan bahwa suatu bola dengan radius 𝒂 dan suatu tabung dengan radius alas 𝒂 dan tinggi 𝟐𝒂, pada 
saat bola dan tabung tersebut secara bersama - sama dipotong oleh sebuah bidang horizontal 𝒛 = 𝒉, 𝒉 ≠ 𝟎 yang paralel 
dengan 𝒛 = 𝟎, maka luas permukaan bola terpotong dan luas permukaan selimut tabung yang berada pada 𝒛 ≥ 𝒉 
memiliki nilai yang sama. Begitu pula luas permukaan bola terpotong dan luas permukaan selimut tabung yang berada 
pada 𝟎 ≤ 𝒛 ≤ 𝒉 memiliki nilai yang juga sama. Pada saat bola dan tabung tersebut secara bersama - sama dipotong oleh 
dua buah bidang horizontal 𝒛 = 𝒉𝟏 dan 𝒛 = 𝒉𝟐 dengan 𝒉𝟏 , 𝒉𝟐 ≠ 𝟎 yang paralel dengan 𝒛 = 𝟎 maka luas permukaan 
bola terpotong dan luas permukaan selimut tabung yang berada pada 𝒉𝟏 ≤ 𝒛 ≤ 𝒉𝟐 memiliki nilai yang juga sama. 
Sehingga bagaimanapun suatu luas permukaan bola dan luas selimut tabung dengan ukuran tersebut bersama - sama 
dipotong secara horizontal akan memperoleh nilai yang sama yaitu sebesar 𝟐𝝅𝒂𝒉.  
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Abstract 
 
In this article it is shown that a sphere with radius 𝒂 and a cylinder with a radius 𝒂 and height 𝟐𝒂, since the sphere and 
cylinder were cut together by a horizontal plane 𝒛 = 𝒉, 𝒉 ≠ 𝟎 which is parallel to 𝒛 = 𝟎, then the surface area of the 
hemisphere and the surface area of the circumscribing cylinder at 𝒛 ≥ 𝒉 have the same value. Likewise, the surface area 
of the hemisphere and the surface area of the circumscribing cylinder at 𝟎 ≤ 𝒛 ≤ 𝒉 have the same value. When the sphere 
and cylinder are simultaneously cut by two horizontal planes 𝒛 = 𝒉𝟏 and 𝒛 = 𝒉𝟐 with 𝒉𝟏 , 𝒉𝟐 ≠ 𝟎 which are parallel to 
𝒛 = 𝟎, the surface area of the hemisphere and the surface area of the circumscribing cylinder is at 𝒉𝟏 ≤ 𝒛 ≤ 𝒉𝟐 m have 
the same value. So that somehow the surface area of the hemisphere and the circumscribing cylinder with those sizes 
simultaneously are cut horizontally and will get the same value, which is equal to 𝟐𝝅𝒂𝒉. 
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Pendahuluan  
 

Sebuah bola dengan radius 𝑎 dan suatu tabung dengan radius alas 𝑎 dan tinggi 2𝑎. Luas permukaan 
bola tersebut adalah 4𝜋𝑎2[1][2] seperti menurut Archimedes dalam [3] bahwa luas permukaan 
sebarang bola adalah empat kali lipat luas lingkaran terbesarnya. Dengan pendekatan luas daerah 
bidang datar lainnya, diperloeh luas permukaan bola adalah 4𝜋𝑎2 [4], [5]. Sementara luas permukaan 
tabung tersebut perbandingannya dnegan luas permukaan bola adalah dua banding tiga [6] sehingga 
luas permukaan tabung tersebut dengan adalah 6𝜋𝑎2. Jika tutup dan alas tabung tersebut tidak 
diikutsertakan, maka akan diperoleh luas permukaan selimut tabung dengan besar 4𝜋𝑎2 [7]. Sehingga 
sebuah bola yang jika dimasukkan ke dalam suatu tabung, seluruh sisi tabung bersinggungan dengan 
bola, maka luas permukaan bola sama dengan luas permukaan selimut tabung. Jika kita potong secara 
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horizontal tepat di tengah tengah bola, akan diperoleh luas permukaan yang sama antara permukaan 
setengah bola dengan permukaan selimut setengah tabung yaitu sebesar 2𝜋𝑎2 [8][9][10]. Bagaimana 
jika kedua bangun ruang tersebut dipotong secara horizontal bukan oleh bidang 𝑧 = 0, melainkan oleh 
bidang paralel dengan bidang 𝑧 = 𝑘, 𝑘 ≠ 0, , baik itu dipotong sekali, maupun dipotong dua kali? 

 
Gambar 1. Bola dan Silinder dengan diameter yang sama 

 

Landasan Teori 
 
Berikut ini beberapa landasan teori yang diperlukan untuk membahas mengenai luas permukaan 
tabung dan bola yang terpotong.  
Definisi 2.1 Menurut Euclid dalam Elements[11], bola atau sphere adalah bangun tertutup, dengan 
suatu diameter suatu setengah lingkaran tidak bergerak, setengah lingkaran tersebut diputar 
mengelilingi diameter tersebut hingga kembali ke tempat semula. Titik pusat bola sama dengan titik 
pusat setengah lingkaran. Diameter bola adalah segmen garis yang melalui titik pusat bola dan dibatasi 
oleh permukaan bola. 
Definisi 2.2 Tabung atau silinder adalah bangun tertutup, dengan suatu paralelogram bersudut siku-
siku diputar mengelilingi salah satu sisi paralelogram tersebut hingga Kembali ke tempat semula. Alas 
dan tutupnya adalah suatu lingkaran.[11] 
Teorema 2.1 Jika daerah himpunan 𝐵 ⊂ 𝐷 berada di atas himpunan 𝐶 ⊂ 𝑆 maka 

𝐴(𝐵) = ∫ √1 + |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓(𝑥, 𝑦)|2
𝐶

𝑑𝐴 [12] 

Teorema 2.2 Jika permukaan diparametrisasi dalam 𝑥 dan 𝑦 sehingga 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), maka luas 
permukaan suatu daerah 𝐷 adalah 

 𝐴(𝐷) = ∬ √1 + (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

2

𝑆
𝑑𝑥𝑑𝑦 (1) 

Dengan 𝑆 adalah proyeksi daerah 𝐷 terhadap bidang 𝑥𝑦. [1][13][14][15] 

Hasil dan Pembahasan 

Berikut adalah beberapa teorema yang berkaitan dengan luas permukaan selimut tabung dan bola 
terpotong 
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Teorema 3.1. Misalkan sebuah bola dengan radius 𝑎 dan titik pusat di 𝑂. Jika bola dipotong dengan dua 
bidang parallel yang masing masing berjarak 𝑐 dan 𝑏 dari bidang xy, maka luas permukaan bola 
terpotong  𝐷 adalah 

 2𝜋𝑎(−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2)  (2) 

 
Bukti: Misalkan bola 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2, 𝑧 ≥ 0 dengan merubah bentuk dalam bentuk 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

maka, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2. Sementara 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= −

𝑥

√𝑎2−𝑥2−𝑦2
, 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −

𝑦

√𝑎2−𝑥2−𝑦2
. Sehingga 

dengan menggunakan (1) 

 

𝐴(𝐷) =  ∬ √1 +
𝑥2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
+

𝑦2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝐴(𝐷) = ∬ √
𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
+

𝑥2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
+

𝑦2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝐴(𝐷) = ∬ √
𝑎2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆

 

𝐴(𝐷) = ∫ ∫
𝑎

√𝑎2 − 𝑟2
𝑟 𝑑𝑟

𝑐

𝑏

𝑑𝜃

2𝜋

0

 

𝐴(𝐷) = ∫ 𝑎 (−√𝑎2 − 𝑟2)

2𝜋

0

|
𝑐

𝑏
𝑑𝜃 

𝐴(𝐷) = ∫ 𝑎 

2𝜋

0

(−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2) 𝑑𝜃 

𝐴(𝐷) = 𝑎𝜃 (−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2) |
2𝜋

0
 

𝐴(𝐷) = 2𝜋𝑎(−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2). 

 
Teorema 3.2. Jika suatu tabung dengan radius 𝑎 dan tinggi 𝑎 bersama sama dengan sebuah bola dengan 
radius 𝑎 dipotong oleh dua bidang 𝑧 = ℎ1 dan 𝑧 = ℎ2 paralel dengan bidang xy, maka luas permukaan 
bola terpotong  𝐷 sama dengan luas permukaan selimut tabung terpotong. 
Bukti: Perhatikan penampang setengah bola secara horizontal, 
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Gambar 2. Penampang setengah bola secara horizontal 

 
Karena 𝑎2 = ℎ1

2 + 𝑏2 dan 𝑎2 = ℎ2
2 + 𝑐2 maka  

 

 𝐴(𝐷) = 2𝜋𝑎(−ℎ2 + ℎ1) = 2𝜋𝑎ℎ  (3) 
 
Sementara luas permukaan selimut tabung dengan radius alasnya 𝑎 dan tinggi tabungnya ℎ adalah 
2𝜋𝑎ℎ. Sehingga luas permukaan bola terpotong dan luas selimut tabung memiliki besar yang sama.   
 
Akibat 3.1 Jika setengah bola dengan radius 𝑎 dan tabung dengan radius alasnya 𝑎 dan tinggi 𝑎 dipotong 
oleh sebuah bidang 𝑧 = ℎ1 yang parallel dengan bidang 𝑥𝑦, maka luas permukaan bola terpotong pada 
0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ1 sama dengan luas permukaan selimut tabung terpotong. 
Bukti: karena setengah bola dipotong oleh suatu bidang 𝑧 = ℎ1 yang parallel dengan bidang 𝑥𝑦 maka  
𝑐 = 𝑎 sehingga ℎ2 = 0 dan ℎ1 = ℎ, akibatnya 
 

𝐴 = 2𝜋𝑎 (−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2) 

𝐴 = 2𝜋𝑎 (−√𝑎2 − 𝑎2 + √𝑎2 − 𝑏2) 

𝐴 = 2𝜋𝑎ℎ1 
𝐴 = 2𝜋𝑎ℎ 

 
Akibat 3.2 Jika setengah bola dengan radius 𝑎 dan tabung dengan radius alasnya 𝑎 dan tinggi 𝑎 dipotong 
oleh sebuah bidang 𝑧 = ℎ2 yang parallel dengan bidang 𝑥𝑦, maka luas permukaan bola terpotong ℎ2 ≤
𝑧 ≤ 𝑎 sama dengan luas permukaan selimut tabung terpotong. 
Bukti: karena setengah bola dipotong oleh suatu bidang 𝑧 = ℎ2 yang parallel dengan bidang 𝑥𝑦 maka 
𝑏 = 0 maka ℎ1 = 𝑎 sehingga 
 

𝐴 = 2𝜋𝑎 (−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2) 

𝐴 = 2𝜋𝑎 (−ℎ2 + √𝑎2) 

𝐴 = 2𝜋𝑎(−ℎ2 + 𝑎) 
𝐴 = 2𝜋𝑎(−ℎ2 + ℎ1) 
𝐴 = 2𝜋𝑎ℎ 
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Akibat 3.3 Jika setengah bola dengan radius 𝑎 dan tabung dengan radius alasnya 𝑎 dan tinggi 𝑎, maka 
luas permukaan setengah bola yang sama dengan luas permukaan selimut tabung. 
Bukti: Jika 𝑏 = 0 dan 𝑐 = 𝑎 maka ℎ2 = 0, ℎ = ℎ1 = 𝑎 
 

𝐴 = 2𝜋𝑎 (−√𝑎2 − 𝑐2 + √𝑎2 − 𝑏2) 

𝐴 = 2𝜋𝑎 (−√𝑎2 − 𝑎2 + √𝑎2) 

𝐴 = 2𝜋𝑎(0 + 𝑎) 

𝐴 = 2𝜋𝑎ℎ. 

Kesimpulan 

Bagaimanapun suatu luas permukaan bola dengan radius 𝑎 dan luas selimut tabung dengan 
radius alas 𝑎 dan tinggi 2𝑎 bersama - sama dipotong secara horizontal oleh sebuah atau dua 
buah bidang yang sejajar dengan bidang 𝑧 = 0 akan memperoleh nilai yang sama yaitu sebesar 
2𝜋𝑎ℎ, dengan ℎ adalah tinggi bola dan tabung yang terpotong. 
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