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Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua
sampai empat. Untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks tersebut dimulai dengan menentukan bentuk umum
perpangkatan matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua. Sedangkan perpangkatan tiga dan empat cukup
dengan menentukan entri-entri diagonal utama saja dari perpangkatan matriks Toeplitz heptadiagonal simetris tersebut.
Selanjutnya, diperoleh bentuk umum trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua sampai empat. Kedua
bentuk umum tersebut dibuktikan dengan cara pembuktian langsung.

Kata Kunci: Matriks Toeplitz, Pembuktian Langsung, Trace Matriks

Abstract

This paper aims to obtain the general form of the trace of integer positif two until four power of heptadiagonal symmetric
Toeplitz matrix. To obtain the general form, first prove the integer positif two power of heptadiagonal symmetric Toeplitz
matrix and prove the main diagonal entries of the integer positif three and four power of heptadiagonal symmetric
Toeplitz matrix. Furthemore, to obtain the general forms trace of integer positif two until four power of heptadiagonal
symmetric Toeplitz matrix. The two general forms are proven by means of direct proof.

Keywords: Toeplitz Matrix, Direct Proof, Trace Matrix

Pendahuluan

Dalam teori matriks terdapat beberapa jenis matriks yang salah satu diantaranya adalah matriks Toeplitz.
Menurut [1], matriks Toeplitz adalah matriks berukuran n x n dinotasikan dengan T,, = [tkj; k,j=
012,..,n— 1] dengan t,; = tx—;. Pada penelitian ini yang dibahas pada matriks adalah menghitung
trace matriks berpangkat. Trace matriks adalah jumlah dari entri-entri pada diagonal utama dari matriks
bujursangkar. Penghitungan trace pada matriks berpangkat perlu dilakukan perpangkatan matriks yang
melibatkan proses perkalian matriks. Setelah didapatkan bentuk perpangkatan matriks, selanjutnya akan
diperoleh trace dari matriks berpangkat tersebut.

Trace dari suatu matriks berpangkat dibahas pada beberapa bidang matematika, seperti analisis
jaringan, teori bilangan, sistem dinamik dan persamaan diferensial [2]. Lebih lanjut, pembahasan
mengenai trace matriks berpangkat telah di bahas oleh [3] pada tahun 2015. Penelitian tersebut
membahas mengenai bentuk umum trace matriks real 2 x 2 berpangkat bilangan bulat positif. Hasil yang
diperoleh adalah sebagai berikut:
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Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat juga telah dibahas oleh [4] pada tahun 2018.
Penelitian tersebut membahas tentang trace matriks Toeplitz kompleks bentuk khusus berukuran 3 x 3
berpangkat bilangan bulat positif. Hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut yaitu:
untuk n ganjil

0,
n _—
tr(4) {( 2)_4’1 (a + bi)"™, untukn genap
Selanjutnya, di tahun 2019 [5] melakukan penelitian mengenai trace matriks berpangkat, dan matriks
yang digunakan adalah matriks Toeplitz tridiagonal berukuran 3 x 3. Bentuk matriksnya berbeda dengan
bentuk matriks pada [4], dengan perpangkatannya berpangkat bilangan bulat positif. Berdasarkan
penelitian tersebut diperoleh bentuk umum trace matriks Toeplitz tridiagonal 3 x 3 berpangkat bilangan
bulat positif untuk n genap dan n ganjil, yaitu:

p _
3a™ + 4

M‘:
N
=

(21;) 271 @"2 p" " ,untuk n ganjil

R

tr(A)™ =<

3|%

n 4o
3a™ + 42 (Zr) 271 a""2 p" " ,untuk n genap

Ditahun yang sama (2019) [6] juga membahas mengenai trace matriks Toeplitz berpangkat, tetapi
jenis matriks Toeplitznya adalah matriks Toeplitz simetris bentuk khusus dengan ukuran 3 x 3, dan
berpangkat bilangan bulat positif. Hasil penelitian tersebut diperoleh trace matriks Toeplitz simetris
bentuk khusus ordo 3 x 3 berpangkat bilangan bulat positif. untuk n genap dan n ganjil, yaitu:

untuk n ganjil

0,

tr(A)" =

) {( 2)_+1 ()™, untuk n genap

Penelitan yang sama mengenai trace matriks Toeplitz berpangkat juga dilakukan oleh [7]. Namun
jenis matriksnya berbeda dengan [4],[5], dan [6]. Matriks yang digunakan adalah matriks Toeplitz-
Hessenberg yang berukuran n X n dengan pangkat bilangan bulat positif empat. Dari matriks tersebut
diperoleh bentuk umum dari trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif empat
yaitu:

tr(HY) = nh} + (12n — 12) hoh?h, + (6n — 10)h2h3 + (12n — 24)h2h h; + (4n — 12)h3h,

Selanjutnya, penelitian [8] pada tahun 2020 membahas mengenai trace matriks Toeplitz pentadiagonal
simetris berpangkat dua. Dari matriks tersebut diperoleh bentuk umum dari trace matriks Toeplitz
pentadiagonal simetris kuadrat yaitu:

tr(P,)? =ma?+2(m— 1)b? + 2(m — 2)c?

Berdasarkan uraian hasil penelitian-penelitian sebelumnya mengenai trace matriks Toeplitz
berpangkat, penulis tertarik untuk menyelesaikan bentuk umum dari trace matriks Toeplitz heptadiagonal
simetris berpangkat dua sampai empat. Pada penelitian ini matriksnya juga berbeda dari matriks-matriks
yang dipakai oleh peneliti-peneliti sebelumnya. Bentuk umum matriks yang digunakan ada pada [9].
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Landasan Teori

Definisi 1 [1]. Matriks Toeplitz adalah matriks berukuran n x n dinotasikan dengan
T, = [tk]-; k,j=0,1,2,..,n—- 1] dengan t,; = t;_;. Bentuk umum dari matriks Toeplitz sebagai
berikut:

to t—l t_z ‘e t—(n—l)

tl tO t—l t—(n—Z)

Tn = tz t1 tO t_(n_3)
ttn-1) tn-2) tm-3) - Lo

Matriks Toeplitz terdiri dari beberapa tipe diantaranya matriks Toeplitz tridiagonal, matriks
Toeplitz pentadiagonal, matriks Toeplitz heptadiagonal dan sebagainya. Pada penelitian ini penulis
membahas mengenai matriks Toeplitz heptadiagonal simetris. Sebelum membahas matriks
Toeplitz heptadiagonal simetris terlebih dahulu dijelaskan mengenai matriks heptadiagonal yang
akan disajikan sebagai berikut:

Definisi 2 [10]. Sebuah matriks bujursangkar berodo n X n yang terdiri dari tujuh diagonal tak
nol yaitu diagonal utama, tiga subdiagonal atas dan tiga subdiagonal bawah disebut dengan matriks
heptadiagonal. Berikut diberikan bentuk umum matriks heptadiagonal, yaitu:

(a;, by ¢4 di O
a, a, b, ¢, d,
Bs asz az bz c3
Ya Ba @y ay by

0 vys Bs as as

o O O OO
o O O OO

an—4 bn—4 Cn-4 dn—4 0
Opn—3 Qn-3 bn—3 Cn-3 dn—3
ﬁn—z Op—2 QAp—2 bn—z Cn—2
Yn-1 .Bn—l Op-1 Ap-1 bn—l
0 Yn ﬁn an an

o O O O O

Matriks Toeplitz heptadiagonal merupakan gabungan dari matriks Toeplitz dan matriks
heptadiagonal. Berikut diberikan definisi beserta contoh mengenai matriks Toepliz heptadiagonal.

Definisi 3 [11]. Matriks Toeplitz heptadiagonal ordo n X n mempunyai bentuk umum sebagai
berikut:

a b ¢ d 0 0 0 0 0 O
a a b c d 0 0 0 0 O
B a a b c 0 0 0 0 O
y B a a b 0 0 0 0 O
0O v B a a 0 0 0 0 O
H,=: & & ooE [,n=5
0 0 0 0 O a b ¢ d 0
0 0 0 0 O a a b ¢ d
0 0 0 0 O B a a b c
0 0 0 0 O y B a a b
0 0 0 0 O 0O v B a al
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denganV a,b,c,d,a, B,y € R.

Matriks Toeplitz heptadiagonal simetris merupakan gabungan dari matriks Toeplitz dengan
matriks heptadiagonal simetris. Berikut diberikan definisi matriks Toeplitz heptadiagonal simetris.

Definisi 4 [9]. Sebuah matriks berukuran n x n disebut matriks Toeplitz heptadiagonal simetris
jika mempunyai bentuk umum sebagai berikut:

a b ¢ d 0 0O 0 0 0 O
b a b c d 0O 0 0 0 O
c b a b c 0O 0 0 0 O
d ¢c b a b 0O 0 0 0 O
0 d ¢c b a 0O 0 0 0 O
H, = R A ,n=5
0O 0 0 0 O a b c d 0
0O 0 0 0 O b a b ¢ d
0O 0 0 0 O c b a b c
0O 0 0 0 O d ¢c b a b
0O 0 0 0 O 0 d ¢c b a

Sementara, terminologi mengenai dasar-dasar matrik yang berkaitan dengan penelitian ini diambil dari
[12]-[14].

Bahan dan Metode

Selanjutnya untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks Toeplits heptadiagonal simetris berpangkat
dua sampai empat secara garis besar ada dua perlakuan, yang pertama menentukan bentuk umum
perpangkatan matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua. Sedangkan untuk perpangkatan
tiga dan empat cukup dengan menentukan entri-entri diagonal utama dari perkalian matriks Toeplitz
heptadiagonal simetris tersebut. Perlakuan kedua barulah diperoleh trace matriks Toeplitz heptadiagonal
simetrisnya. Berikut diberikan langkah-langkah penelitian secara rinci.
1. Diberikan suatu matriks Toeplitz heptadiagonal simetris H,,.
2. Mendapatkan bentuk umum matriks H2 dengan cara HZ = H,,. H,,.
3. Mendapatkan diagonal utama matriks H3, dengan cara mengalikan entri-entri diagonal utama
HZ.H,
4. Mendapatkan diagonal utama matriks H,:, dengan cara mengalikan entri-entri diagonal
utama H2. H2.
5. Membuktikan bentuk umum tr(H2), tr(H3) dan tr(H;}) dengan menggunakan pembuktian
langsung.

Hasil dan Pembahasan

Hasil penelitian ini diperoleh setelah mengikuti langkah-langkah yang telah dijelaskan pada metode
penelitian di atas.

Teorema 5. Diberikan H,, suatu matriks Toeplitz Heptadiagonal simetris, maka diperoleh :
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a? +b% + c? +d? Jd=j=1n

a? + 2b% + ¢? + d? Jd=j=2n-1

a’?+2b?>+2c*+d?> ,i=j=3,n-2

a?+2b?+2c?+2d* ,i=j=4,-,n—-3

2ab + bc + cd J=i+li=1n—-1lataui=j+1,j=1,n-1

2ab + 2bc + cd J=i+li=2n—-2ataui=j+1,j=2,n—2
H,le [Tij] :<2ab+2£c+26d ,].:l.+1,1.:3,~-~,n—3at'a111.—] +.1_,] =3,--,n—3

2ac + b* + bd J=it+2i=1ln—-2ataui=j+2,j=1n—-2

2ac + b? + 2bd Jj=i+2i=2+n—-3ataui=j+2,j=2,--,n—3

2ad + 2bc ,Jj=i+3,i=1--,n—3ataui=j+3,j=1,---,n—3

2bd + c? Jj=i+4i=1n—4ataui=j+4j=1-,n—4

2cd ,Jj=i+5i=1,,n—-5ataui=j+5j=1,---,n—=5

d? Jj=i+6i=1-n—6ataui=j+6,j=1,-,n—6

\0 , untuk selainnya

Bukti. Membuktikan bentuk umum perpangkatan matriks H2 dilakukan menggunakan pembuktian
langsung dengan cara mencari entri-entri dari perkalian HZ = H,,. H,, yang dinotasikan dengan HZ =
|r:;]. Perkalian matriks H,,. H,, dapat dianalisa dalam bentuk tiga rumusan umum yang akan dijabarkan
sebagai berikut :

1. Menentukan entri-entri diagonal utama matriks H2 = [rl-j]

T =Tyn=a*+b*+c>+d*+0+0+0-+-4+0+0+0+0+0+0+0=0a*+b*>+c*+d?
n—4 faktor

Too =Tneino1 =b?+a?+b*+c?+d*+0+0--+04+0+0+0+0+0+0
n->5 faktor

= a® + 2b* + c* + d?
T33 =Tyean-2 =Cc>+b*+a?+b*+c?*+d*+0-+-4+0+0+0+0+0+0+0

n—6 faktor
=a®+2b* + 2c* + d*
T44 =155 =T66 =177 =" =Th—6n-6 — "'m-5n-5 — Th—4n-4 = ™m-3n-3
=d*+c?+b*+a*+b*+c*+d*+0--+04+0+0+0+0+0
n-7 faktor

= a® + 2b? + 2¢? + 2d?
2. Menentukan entri-entri subdiagonal atas matriks H2 = [rl- ]-]
a. Untukj=i+1dengani=1,23,::-,n—1
Ty, =Thipn=ab+ba+cb+dc+0+0+0---+0+0+0+0+0+0+0

n—4 faktor
= 2ab + bc + cd
T23 =Tp—an-1 =bct+ab+ba+ch+dc+0+0+--+0+0+0+0+0+0+0
n->5 faktor
= 2ab + 2bc + cd
T34 =T45 =156 =767 =" =Th-6n-5=Th-5n-4 = ™m-4n-3 = ™-3n-2
=cd+bc+ab+ba+chb+dc+0+0+:---+04+04+04+0+04+0
n—6 faktor

= 2ab + 2bc + 2cd
b. Untuk j =i+ 2dengan i =1,2,3,---,n— 2
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T3 =Tpan-1=ac+b*+ca+db+0+0+0+--+0+0+0+0+0+0+0

n—4 faktor
= 2ac + b%?+db
2,4 =135 =T4 =157 =" =Th—6n-4=Th-5n-3~ ™m-4n-2~ ™m-3n-1
=bd+ac+b*+ca+dh+0+0+--+0+0+0+0+0+0+0
n-5 faktor
= 2ac + b? + 2bd
c. Untukj=1i+3dengan i =1,23,-:-,n—3
T,4 =125 =136 =747 =" =Th-6n-3~Th-5n-2= Th-4n-1~= T™-3n
=ad+bc+chb+da+0+0+0+0+0+--+0+0+0+0+0+0
n—4 faktor
= 2ad + 2bc
d. Untuk j =i+ 4 dengan i =1,2,3,--,n—4
s =76 =137 =" =Th-6n-2~Th-5n-1 = Th—4n
=bd+c*+db+0+0+0+0+--+0+0+0+0+0+0+0
n-3 faktor
= 2bd + c?
e. Untuk j=i+5 dengan i =1,23,--,n—=5
e ="127 =" =Th-6n-1~ Tn-5n
=cd+dc+0+0+0+0+--+04+0+04+04+0+0+0 = 2cd
n-2 faktor
f. Untukj=i+6dengan i =1,23,::-,n—6
T7=: =Ty en=0d>+04+0+0+04+--+04+0+04+04+0+0+40=d?
n—1 faktor

g. Untukj=i+n—1dengan i =1,2,3,4,5,6,7
T"in-6 ="2n-5 ="3n-4 =Tan-3 =Ts5n-—2 = Ten-1

= a(0) + b(0) + c(0) + d(0) + 0(0) + 0(0) + 0(0) + -+ + 0(0) + 0(0)
+0(0) +0(0) =0

h. Untukj=i+n—1 dengani =1
r1n = a(0) + b(0) + c(0) + d(0) + 0(0) + 0(0) + 0(0) + ---+ 0(0) + 0(0) + 0(0) + 0(0)
=0
Berdasarkan perkalian H,,. H,, pada entri-entri subdiagonal atas untuk j = i + n — 7 sampai

dengan j =i+ n—1 seluruh entri-entrinya bernilai nol. Sementara entri-entri subdiagonal
bawah matriks dilakukan dengan cara yang serupa.

Berdasarkan perkalian H,.H, pada entri-entri subdiagoanal bawah untuk i =j 4+ n — 7 sampai
dengan i = j +n — 1 seluruh entri-entrinya bernilai nol.

Teorema 6. Diberikan matriks Toeplitz Heptadiagonal simetris, maka diperoleh entri-entri diagonal
utama dari matriks Toeplitz Heptadiagonal simetris berpangkat tiga H3 yang dinotasikan dengan Sij
untuk i =j sebagai berikut:

a3 + 3ab? + 3ac? + 3ad? + 2b%c + 4bcd  ,untuki=j=1,n
o = a® + 6ab? + 6ac? + 3ad? + 4b%c + 6bcd  ,untuki=j=2,n-1
Y a3 + 6ab? + 6ac? + 3ad? + 6b%*c + 8bcd  ,untuki=j =3,n—2
a® + 6ab? + 6ac? + 6ad? + 6b*c + 12bcd ,untuki=j =4,-,n—3
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Bukti. Pembuktian Teorema di atas dapat dilakukan dengan menggunakan pembuktian langsung
dengan cara mencari entri-entri diagonal utama matriks H3 dengan mengalikan H2Z H,, yang
dinotasikan dengan H3 = [si j]. Untuk H2 H, maka H? adalah matriks yang ada pada Teorema 5, dan
H,, adalah matriks Toeplitz heptadiagonal simetris. Sehingga hasil perkalian entri-entri diagonal utama
matriks H2 H,, adalah sebagai berikut :

S11 = Spn = (@® + ab? + ac? + ad?) + (2ab? + b%*c + bed) + (2ac* + b%c + bed) + (2ad? + 2bcd)
+04+04+0+-+0+0+0+04+0+0+0

n—4 faktor
= a3+ 3ab? + 3ac? + 3ad? + 2b%c + 4bcd

S22 = Sp—1n-1 = (2ab* + b%c + bcd) + (a® + 2ab? + 2ac? + ad?) + (2ab? + 2b?c + bed)
+ (2ac? + b?c + 2bcd) + (2ad? + 2bcd) +0+0++-+-+0+0+0+0+0+0+0
n->5 faktor

= a® + 6ab? + 3ac? + 3ad? + 4b?c + 6bcd

S33 = Sp—zn—2 = (2ac?® + b?c + bed) + (2ab? + 2b?c + bed) + (a® + 2ab? + 2ac? + ad?)
+ (2ab? + 2b?c + 2bcd) + (2ac? + b?c + 2bcd) + (2ad? + 2bcd)

+04+-4+04+04+0+0+04+0+0=a3+6ab?+ 6ac?+ 3ad? + 6b?*c + 8bcd
n—6 faktor

S4,4 = S55 = Se,6 = S7,7 = ** = Sn—6,n—6 — Sn—5n-5 — Sn—4,n—4 — Sn—3,n-3
= (2ad? + 2bcd) + (2ac? + b%c + 2bcd) + (2ab? + 2b%c + 2bcd)
+ (a3 + 2ab? + 2ac? + 2ad?) + (2ab? + 2b?c + 2bcd) + (2ac? + b?c + 2bcd)
+ (2ad? + 2bcd) +++0+0+0+0+0+0+0
n-7 faktor
= a3 + 6ab? + 6ac? + 6ad? + 6b%*c + 12bcd.

Teorema 7. Diberikan matriks Toeplitz Heptadiagonal simetris. Entri-entri diagonal utama dari
matriks H,; yang dinotasikan dengan t;; untuk i = j sebagai berikut:

a* + 6a%(b? + c? + d?) + 2b* + 2b3d + 7b%c? + 7b%d? + 2¢* + 7c¢%d? + 2d* + 8ab?*c + 6bc?d + 16abcd J=j=1n
(a“ + 6a?(2b% + c* + d?) + 5b* + b?(4bd + 13c? + 12d?) + 2c¢* + 8¢?d? + 2d* + 16ab?c + 10bc?d + 24abcd Jd=j=2n-1
a* + 6a%(2b? + 2¢? + d?) + 6b* + b2(4bd + 20c? + 13d?) + 5¢* + 13¢?d? + 2d* + 24ab?c + 16bc?d + 32abcd ,i=j =3,n—2
tij =1 a* +12a(b? + c? + d?) + 6b* + 4b%(2bd + 6¢2 + 5d?) + 5¢* + 20c2d? + 5d* + 24ab?c + 20bc?d + 48abcd ,J=j=4n-3
a* 4+ 12a?(b? + c? + d?) + 6b* + 8b2?(bd + 3¢? + 3d?) + 6¢* + 20c?d? + 5d* + 24ab?c + 24bc%d + 48abcd ,Ji=j=5n—4
a* 4+ 12a?(b* + c® + d?) + 6b* + 8b?(bd + 3¢? + 3d?) + 6¢* + 20c?d? + 5d* + 24ab?c + 24bc*d + 48abcd ,Ji=j=6n—-75
a* 4+ 12a?(b? + c? + d?) + 6b* + 8b?(bd + 3¢? + 3d?) + 6¢* + 20c?d? + 5d* + 24ab?c + 24bc*d + 48abcd Jd=j=7,n-6

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan menggunakan pembuktian langsung dengan cara mencari entri-
entri diagonal utama matriks H, dengan cara mengalikan H2. HZ yang dinotasikan dengan Hyt = [t;;].
Hasil perkalian entri-entri diagonal utama matriks H2. H2 adalah sebagai berikut:

t11 = tan = (@® + b% + c* + d?)? + (2ab + bc + cd)* + (2ac + b* + bd)? + (2ad + 2bc)?
+ (2bd + ¢®)? + (2dc)? + (d?)?
+ (0)(0) + ---+ (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0)
n—7 faktor
= a* + 6a?b? + 6a’c? + 6a%d? + 2b* + 2b3d + 7b%c? + 7b*d? + 2¢* + 7c?*d? + 2d*
+ 8ab?c + 6bc?*d + 16abcd
tr2 = tn_1n-1 = (2ab + bc + cd)? + (a® + 2b% + c* + d?)? + (2ab + 2bc + cd)* + (2ac + b* + 2bd)?
+ (2ad + 2bc)? + (2bd + ¢*)? + (2¢d)? + (d?)?
+ (0)(0) + ---+ (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0)
n-8 faktor
= a* 4+ 12a?b? + 6a%c? + 6a*d? + 5b* + 4b3d + 13b%c? + 12b?d? + 2¢* + 8c?d?
+ 2d* + 16ab?c + 10bc?d + 24abcd
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t33 = ty_an—z = (2ac + b* + 2bd)? + (2ab + 2bc + cd)? + (a* + 2b? + 2¢* + d?)?
+ (2ab + 2bc + 2c¢d)? + (2ac + b? + 2bd)? + (2ad + 2bc)? + (2bd + ¢?)? + (2¢d)?
+ (d*)% + (0)(0) + -+ + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0)
n-9 faktor
= a* + 12a?b? + 12a%c? + 6a®d? + 6b* + 6b3d + 20b%c? + 13b%d? + 5¢* + 13c?d?
+ 2d* + 24ab?c + 16bc?d + 32abcd

tg4 = tn_zn-3 = (2ad + 2bc)* + (2ac + b* + 2bd)? + (2ab + 2bc + 2cd)* + (a* + 2b? + 2¢? + 2d?)?
+ (2ab + 2bc + 2c¢d)? + (2ac + b? + 2bd)? + (2ad + 2bc)? + (2bd + ¢?)? + (2¢d)?
+ (d*)% + (0)(0) + -+ + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0)
n—10 faktor
=a* +12a?b? + 12a%c? + 12a%d? + 6b* + 8b3d + 24b?*c? + 20b%d? + 5¢* + 20c?d?
+ 5d* + 24ab?c + 20bc?d + 48abcd

tss = tn_gn-a = (2bd + ¢?)? + (2ad + 2bc)* + (2ac + b? + 2bd)* + (2ab + 2bc + 2cd)?
+ (a? + 2b?% + 2¢% + 2d?)? + (2ab + 2bc + 2cd)? + (2ac + b? + 2bd)? + (2ad + 2bc)?
+ (2bd + ¢?)? + (2¢d)? + (d?)? + (0)(0) + --- + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0)

n-11 faktor

= a* + 12a’b? + 12a%c? + 12a%d? + 6b* + 8b3d + 24b?c? + 24b%d? + 6¢* + 20c?d?
+ 5d* + 24ab?c + 24bc?*d + 48abcd

tes = tnosn-s = (2cd)* + (2bd + c¢*)? + (2ad + 2bc)? + (2ac + b* + 2bd)? + (2ab + 2bc + 2cd)?
+ (a? + 2b? + 2¢? + 2d?)? + (2ab + 2bc + 2¢d)? + (2ac + b? + 2bd)? + (2ad + 2bc)?
+ (2bd + ¢?)? + (2cd)? + (d?)? + (0)(0) + --- + (0)(0) + (0)(0) + (0)(0)

n-12 faktor

= a* + 12a’b? + 12a%c? + 12a%d? + 6b* + 8b3d + 24b?c? + 24b?d? + 6¢* + 24c2d?
+ 5d* + 24ab?c + 24bc?d + 48abcd

t77 = =th-6n-6
= (d?)? + (2cd)? + (2bd + c?)? + (2ad + 2bc)? + (2ac + b? + 2bd)?
+ (2ab + 2bc + 2cd)? + (a? + 2b? + 2¢? + 2d?)? + (2ab + 2bc + 2cd)?
+ (2ac + b? + 2bd)? + (2ad + 2bc)? + (2bd + c?)? + (2cd)? + (d?)?
+ (0)(0) + --- + (0)(0) + (0)(0)
n—13 faktor
=a*+ 12a?b? + 12a%c? + 12a?d? + 6b* + 8b3d + 24b%c? + 24b%d? + 6¢* + 24c?%d?
+ 6d* + 24ab?c + 24bc?*d + 48abcd.

Akibat 8. Diberikan H,, suatu matriks Toeplitz heptadiagonal simetris, maka diperoleh :
a. Trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua, yaitu :
tr(H2) = na?+2(n — 1)b? + 2(n — 2)c? + 2(n — 3)d?
b. Trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat tiga, yaitu :
tr(H3) = na® + 6(n — 1)ab? + 6(n — 2)ac? + 6(n — 3)ad? + 6(n — 2)b?c + 12(n — 3)bcd
c. Trace matriks Toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat empat, yaitu :

tr(H}Y) = na* + 12(n — 1)a?b? + 12(n — 2)a®c? + 12(n — 3)a?d? + 2(3n — 5)b*
+ 8(n —3)b3d + 8(3n — 8)b?c? + 8(3n — 11)b%d? + 2(3n — 10)c*
+8(3n — 13)c?d? + 6(n — 5)d* + 24(n — 2)ab?c + 8(3n — 11)bc?d + 48(n
— 3)abcd

Bukti. Bukti cukup jelas dengan memerhatikan jumlahan diagonal utama pada Teorema 5, Teorema
6 dan Teorema 7.
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Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dipaparkan di atas, maka kesimpulan dari penelitina ini
berupa bentuk umum perpangkatan matriks toeplitz heptadiagonal simetris berpangkat dua sampai
berpangkat empat. Sebagai akibat dari teorema adanya bentuk umum tersebut dapat ditemukan trace dari
matrik tersebut.
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